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Оператори iнтерлiнацiї лагранжевого типу на системi
взаємно перпендикулярних прямих з використанням
узагальнених полiномiв
(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)
Interlineation operators of the functions of two variables (blending function interpolation) with
traces of a given function on a system of mutually perpendicular straight lines is investigated.
For the construction of these operators, we use generalized polynomials which are not algebraic
polynomials. Some examples are considered.
Постановка задачi. Вважаємо вiдомими:
а) систему взаємно перпендикулярних прямих, якi, не обмежуючи загальностi, вважаємо
паралельними осям координат:
X : x = Xi, i = 1,m; Y : y = Yj, j = 1, n; Xi, Yj ∈ E = [0, 1]; m,n > 1;
б) систему слiдiв на цих лiнiях деякої функцiї (взагалi кажучи, невiдомої) f(x, y) ∈
∈ Cm,n(D), D = E2:
Φ: φi(y) = f(Xi, y), i = 1,m; Ψ: ψj(x) = f(x, Yj), j = 1, n;
в) системи лiнiйно незалежних на E функцiй однiєї змiнної (x або y)
U1 : u1,0(x), u1,1(x), . . . , u1,m−1(x), . . . ; U2 : u2,0(y), u2,1(y), . . . , u2,n−1(y), . . . .
Треба побудувати за допомогою цiєї iнформацiї оператори iнтерлiнацiї Lm,n(X,Y,Φ,Ψ,
U1, U2;x, y) з властивостями:
Lm,n(X,Y,Φ,Ψ, U1, U2;Xi, y) = φi(y), i = 1,m,
Lm,n(X,Y,Φ,Ψ, U1, U2;x, Yj) = ψj(x), j = 1, n.
Дана задача, як i задача iнтерполювання, не має єдиного розв’язку, але при вiдповiдних
обмеженнях на системи U1, U2, X, Y такi оператори iснують i єдинi. Дослiдимо iнтерлiнацiю
функцiй двох змiнних операторами, що використовують узагальненi полiноми
Pm(x) =
m−1∑
k=0
Cku1,k(x), Qn(y) =
n−1∑
ℓ=0
Dℓu1,ℓ(y).
Для практики, крiм добре вивченої полiномiальної системи функцiй uk(x) = x
k, k ∈
∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}, цiкавими є також системи uk(x) = e
αxxk, k ∈ N0, α ∈ R; uk,ℓ(x) =
= eαℓxxk, αℓ ∈ R, k ∈ N
0, 1 6 ℓ 6 M , та iншi системи функцiй — розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.
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У данiй роботi вперше формулюються основнi твердження про явнi вирази для операто-
рiв узагальненої полiномiальної iнтерлiнацiї на системi взаємно перпендикулярних прямих
та зображення залишкових членiв наближення з їх допомогою диференцiйовних функцiй.
Детальнiше дослiджуються наближення функцiй двох змiнних операторами узагальненої
iнтерлiнацiї функцiй з використанням полiномiв двох написаних вище систем функцiй.
Оператори полiномiальної iнтерлiнацiї (blending function interpolation) на системi вза-
ємно перпендикулярних прямих x = Xi, y = Yj , i = 1,m, j = 1, n (тобто оператори
Lm,n(X,Y ; Φ;Ψ; {x
p}, {yq};x, y)) дослiджувалися в роботах [1–14] (див. бiблiогр. у [10, 11]).
Полiномiальний базис xi, yj, xiyj, 0 6 i 6 m− 1; 0 6 j 6 n− 1, що задовольняє диференцi-
альне рiвняння
∂m+nu
∂xm∂yn
= 0 є частинним випадком базису, що задовольняє диференцiальне
рiвняння загального вигляду
m∑
p=0
ap(x)
∂p
∂xp
n∑
q=0
bq(y)
∂qu
∂yq
= 0,
ap(x), bq(y) ∈ C(R). Це дозволяє стверджувати, що в загальному випадку можна отримати
кращу точнiсть наближення до конкретної функцiї f(x, y) або до конкретного класу функ-
цiй. Тому актуальною є побудова i дослiдження операторiв iнтерлiнацiї для iнших систем
лiнiйно незалежних функцiй u1,i(x), u2,j(y), 0 6 i 6 m − 1; 0 6 j 6 n − 1.
Позначення. Для побудови операторiв iнтерполювання узагальненими полiномами за-
мiсть системи лiнiйно незалежних на E функцiй ui(x) ∈ C
n(R), i = 0, n − 1, якi задоволь-
няють умову △ 6= 0, △ = det[uµ(Xν)]
ν=1,n
µ=0,n−1
, введемо систему {Vi(x)}
n
i=1,
Vi(x) =
n−1∑
k=0
aikuk(x).
Коефiцiєнти aik визначимо шляхом розв’язання таких систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь Vi(Xj) =
n−1∑
k=0
aikuk(Xj) = δi,j , 1 6 i, j 6 n, δi,i − 1; δi,j − 0, i 6= j. Як вiдомо, якщо
wn−1(x) = det[u
(j)
i (x)]
j=0,n−1
i=0,n−1
— вронськiан системи ui(x), i = 0, n − 1, то загальний розв’я-
зок неоднорiдного диференцiального рiвняння Lny = f(x),
Lny :=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u0(x) . . . un−1(x) y(x)
u′0(x) . . . u
′
n−1(x) y
′(x)
. . . . . . . . . . . .
u
(n)
0 (x) . . . u
(n)
n−1(x) y
(n)(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w−1n−1(x),
можна знайти методом варiацiї довiльних сталих у виглядi y =
n−1∑
k=0
Ck(x)uk(x).
Допомiжнi твердження. Якщо врахувати вирази для Vi(x) через u0(x), . . . , un−1(x),
то можна довести такi леми.
Лема 1. Якщо wn−1(x) 6= 0, x ∈ E, то Wn(x) 6= 0, x ∈ E, де Wn(x) — вронськiан
системи функцiй {Vi(x)}
n
i=1 : Wn(x) = det[V
(j)
i (x)]
j=0,n−1
i=1,n
.
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Лема 2. Хай y(t) ∈ Cn(E), An,k(t) — алгебраїчнi доповнення до k-го елемента n-го
рядка у Wn(t). Тодi
y(x) =
n∑
k=1
Ck0Vk(x) +
n∑
k=1
x∫
Xk
Vk(x)An,k(t)
Wn(t)
Lny(t) dt,
Ck0 ∈ R, k = 1, n. Для дослiдження залишку
Rny(x) =
n∑
k=1
x∫
Xk
Vk(x)An,k(t)
Wn(t)
Lny(t) dt
наближення функцiї y(x) операторами iнтерполювання
Ony(x) =
n∑
k=1
Ck0Vk(x), Ony(Xp) = Cp0, p = 1, n,
у виглядi
Rnf(x) = Lny(ξ)Ω(x,X, {ui}), X1 6 ξ 6 Xn,
Ω(x,X, {ui}) =
n∑
k=1
x∫
Xk
Vk(x)An,k(t)
Wn(t)
dt
потрiбно дослiдити функцiю Ω(x,X, {ui}). Зокрема, для неї справедлива
Лема 3. Функцiя Ω(x,X, {ui}) є розв’язком n-точкової крайової задачi
LnZn(x) = 1, x /∈ X; Zn(Xp) = 0, p = 1, n.
Приклади.
1. Якщо uk(t) = x
k, k ∈ N0, то Ω(x,X, {xi}) =
1
n!
n∏
k=1
(x −Xk), Ln =
dn
dxn
.
2. Якщо uj(t) = e
jt = (et)j = xj = uj(x), x = e
t, j ∈ N0, то вводячи замiсть функцiї
y(t) функцiю z(x) = y(lnx), замiсть вузлiв tk, k = 1, n, вузли Xk = e
tk , k = 1, n, можна для
функцiї z(x) написати iнтерполяцiйний полiном за степенями xi, тобто полiном Лагранжа.
У результатi маємо
z(x) =
n∑
k=1
z(xk)
n∏
i=1,i6=k
x− xi
xk − xi
+ z(n)(ξ)
n∏
k=1
(x− xk)
n!
,
z(n)(ξ) =
dnz(x)
dxn
∣∣∣∣
x=ξ
, X1 6 ξ 6 Xn.
Пiсля замiни змiнної отримаємо
z(x) = z(et) = y(t) =
n∑
k=1
y(tk)
n∏
i=1,i6=k
et − etj
etk − etj
+ z(n)(ξ)
n∏
k=1
(et − etk)
n!
.
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Якщо y(t) ∈ Cn[a, b], то для практики корисним є зображення операторiв zn(t) у виглядi
добутку диференцiальних операторiв першого порядку:
z(n)(x)|x=et =
dnz(x)
dxn
∣∣∣∣
x=et
=
1
ent
n−1∏
i=0
(
d
dt
− i
)
y(t).
Для системи {ui(x)} загального вигляду таке зображення можна виконати методом, ви-
клaденим у роботi [15].
Оператори узагальненої полiномiальної iнтерлiнацiї функцiй двох змiнних.
Хай u1k(x), u2ℓ(y), x, y ∈ E; k, ℓ ∈ N
0, — двi системи лiнiйно незалежних на E функцiй
з властивостями:
1) їх вронськiани не дорiвнюють нулю
w10(x) = u10(x) 6= 0, x ∈ E; w20(y) = u20(y) 6= 0, y ∈ E;
w1n−1(x) = det[u1
(s)
k (x)]
s=0,n−1
k=0,n−1
6= 0, x ∈ E, ∀n ∈ N = {1, 2, . . .};
w2n−1(y) = det[u2
(p)
ℓ (y)]
p=0,n−1
ℓ=0,n−1
6= 0, y ∈ E, ∀n ∈ N ;
2) цi системи задовольняють умови
△1 = det
[
u1k(Xq)
]q=1,n
k=0,n−1
6= 0 ∀Xq ∈ E, 0 6 X1 < X2 < · · · < Xm 6 1;
△2 = det
[
u2ℓ(Yp)
]p=1,n
ℓ=0,n−1
6= 0 ∀Yp ∈ E, 0 6 Y1 < Y2 < · · · < Yn 6 1.
Використовуючи лiнiйнi комбiнацiї вказаних систем функцiй, побудуємо iншi двi системи
функцiй V 1k(x), V 2i(y), 1 6 k 6 m; 1 6 ℓ 6 n з властивостями V 1k(Xq) = δk,q, k, q = 1, n;
V 2ℓ(Yp) = δℓ,p, ℓ, p = 1, n. На основi твердження леми 1 можна довести, що вронськiани цих
нових систем лiнiйно незалежних функцiй теж будуть задовольняти умови
W1m(x) = det
[
V 1
(s)
k (x)
]s=0,m−1
k=1,m
6= 0, x ∈ E, m > 2,
W2n(y) = det
[
V 2
(p)
ℓ (y)
]p=0,n−1
ℓ=1,n
6= 0, y ∈ E, n > 2.
Введемо до розгляду оператори
O1f(x, y) =
m∑
k=1
f(Xk, y)V 1k(x); O2f(x, y) =
n∑
ℓ=1
f(x, Yℓ)V 2ℓ(y),
що є операторами iнтерполювання узагальненими полiномами за однiєю змiнною
O1f(Xk, y) = f(Xk, y), k = 1,m; O2f(x, Yℓ) = f(x, Yℓ), ℓ = 1, n.
Теорема 1. Оператори
Of(x, y) = (O1 +O2 −O1O2)f(x, y)
iнтерлiнують кожну неперервну функцiю f(x, y) на системi взаємно перпендикулярних
прямих x = Xp, p = 1,m; y = Yq, q = 1, n:
O1f(Xp, y) = f(Xp, y), p = 1,m; O2f(x, Yq) = f(x, Yq), q = 1, n.
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Теорема 2. Якщо Rif(x, y) = (I − Oi)f(x, y), i = 1, 2, то для залишку Rf(x, y) =
= (I−O)f(x, y) наближення функцiї f(x, y) оператором iнтерлiнацiї Of(x, y) виконується
спiввiдношення
Rf(x, y) = R1R2f(x, y).
Таким чином, дослiдженi оператори iнтерлiнацiї за допомогою узагальнених полiномiв,
якi не є алгебраїчними полiномами, можуть знайти застосування в рiзних галузях науки,
зокрема в теорiї наближення функцiй при побудовi сплайнiв вiд двох змiнних неполiномi-
ального типу (L-сплайнiв, узагальнених B-сплайнiв тощо).
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